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Principales objetivos de la estadistica inferencial

La inferencia estadistica (estadistica inferencial) es la parte de la esta-
distica que estudia métodos para obtener un conocimiento lo més fiel
posible de la distribucién de probabilidad de la variable (variables)
aleatoria(s) investigada(s) en la poblacién (poblaciones) bajo estudio.

Proporciona los procedimientos estadisticos apropiados para obtener,
a partir de la informacién aportada por la muestra (muestras) selec-
cionada(s), conclusiones generales (inferencias cientificas) sobre la po-
blacién (poblaciones) objeto de estudio.
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Ademads de su interés tedrico, es una de las partes de la estadistica que
mayor importancia tiene en los estudios de cardcter aplicado. En este
tipo de estudios, la finalidad principal suele ser obtener, con ciertos
margenes de error, unas conclusiones generales validas para la pobla-
cién estudiada.

Los métodos que estudia la estadistica descriptiva s6lo permiten ex-
traer conclusiones para los conjuntos de datos analizados.

Para la obtencién de conclusiones generales serd necesario recurrir
a los métodos que proporciona la inferencia estadistica.
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Inferencia paramétrica e inferencia no paramétrica

Atendiendo al conocimiento que tenemos sobre la distribucién de pro-
babilidad de la variable aleatoria bajo estudio, distinguiremos entre
inferencia paramétrica e inferencia no paramétrica.

Inferencia paramétrica

En un problema de inferencia estadistica decimos que estamos en si-
tuacién paramétrica cuando la distribucién de probabilidad de la va-
riable aleatoria que estamos estudiando es conocida salvo determina-
dos pardmetros que intervienen en su forma funcional. En el momen-
to en que tales parametros sean conocidos quedara especificada dicha
distribucién de probabilidad.
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Ejemplo 1

Supongamos que los responsables de una empresa dedicada a la fa-
bricacion de componentes eléctricas estan interesados en realizar un
control de calidad. La empresa vende las componentes eléctricas en
lotes de 10 unidades, siendo uno de los objetivos del control de cali-
dad el estudio de la variable niimero de unidades defectuosas por lote.

Denotemos por X a dicha variable. Sabemos que es de tipo discreto,
siendo sus posibles valores: 0, 1,...,10, y que tiene como distribucién
de probabilidad la distribucién binomial con parametros 10 y p, sien-
do p la probabilidad de que una componente eléctrica fabricada por
dicha empresa sea defectuosa. Por lo tanto, teniendo en cuenta la dis-
tribucién de probabilidad del modelo binomial:

|
P(X=k) = 10 !pk(l—p)lo_k, k=0,1,...,10.

k(10 — k)
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Estamos en situaciéon paramétrica, conocemos la distribucién de pro-
babilidad de la variable aleatoria bajo estudio (en este caso la distribu-
cién binomial) pero desconocemos el valor del pardmetro p que inter-
viene en su forma funcional (s6lo sabemos que esta entre 0 y 1).

Ejemplo 2
Supongamos que en cierta poblacién se estd estudiando la estatura. Por
estudios previos realizados en dicha poblacién, se sabe que la estatura

sigue una distribucién normal de probabilidad pero se desconoce su
media y su varianza actual.
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En consecuencia, si denotamos por X a la estatura en dicha poblacién,
su funcién de densidad seré:
L —wijao?
flx) = ——e ¥7# , —00<x< 400
ovV2m

Estamos de nuevo en situacién paramétrica, conocemos la distribu-
cién de probabilidad de la variable aleatoria X (en este caso la distri-
bucién normal) pero desconocemos los pardmetros p y o2 (la media y
la varianza) que intervienen en su fucnién de densidad.
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Inferencia no paramétrica

En un problema de inferencia estadistica decimos que estamos en si-
tuacién no paramétrica cuando desconocemos la distribucién de pro-
babilidad de la variable aleatoria investigada.

Ejemplo 3

Supongamos que en determinada poblacién de pacientes renales, un
equipo de nefrélogos esta investigando cierta variable bioquimica X
cuyos valores estan comprendidos entre 150 mg/I 'y 900 mg /I pero cuyo
comportamiento es de tal naturaleza que se desconoce su distribucién
de probabilidad.

Estamos en situacién no paramétrica. Tenemos cierta informacién so-
bre X, sabemos que es de tipo continuo y conocemos su espacio mues-
tral, pero desconocemos su distribucién de probabilidad.
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En situacién no paramétrica el desconocimiento sobre la variable
aleatoria estudiada es mayor que en situacién paramétrica.

Sélo debemos hacer uso de los métodos paramétricos cuando la dis-
tribucién de probabilidad de la variable estudiada sea conocida. En
caso contrario, lo mas prudente es utilizar los métodos alternativos
(mds generales) no paramétricos.

En este tema nos centraremos en algunos métodos inferenciales pa-
ramétricos que son estudiados en el bachillerato.
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Principales procedimientos inferenciales

@ Procedimientos de estimacién

@ Procedimientos de contraste de hipoétesis
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Procedimientos de estimaciéon

Su finalidad es proporcionar métodos apropiados para determinar
buenas aproximaciones (estimaciones) a los pardmetros de interés de
la distribucién de probabilidad correspondiente a la variable aleato-
ria bajo estudio. Proporcionan también métodos para determinar los
errores cometidos con dichas estimaciones. La teoria sobre estimacién
estadistica es la parte de la inferencia estadistica encargada del estudio
de tales procedimientos.

Procedimientos de contraste de hipétesis

Su finalidad es proporcionar las herramientas necesarias para poder
decidir, con cierta probabilidad de error, sobre la veracidad o no de
determinada afirmacién de interés en el estudio a realizar. La teorfa
sobre contraste de hipétesis es la parte de la inferencia estadistica en-
cargada del estudio de tales procedimientos.
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En un problema de inferencia estadistica es importante saber distin-
guir si en su resolucién hemos de recurrir a procedimientos de esti-
macién, a procedimientos de contraste de hipétesis, o a ambos tipos
de procedimientos.

El propio objetivo del estudio a realizar serd el que nos indicara si
se trata de un problema de estimacién o si se trata de un problema
de contraste de hipétesis.
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Ejemplo 4

Supongamos que los responsables académicos de una poblacién esco-
lar desean conocer la calificacién media que obtendrian sus alumnos
en una prueba de cultura general calificada entre 0 y 100 puntos.

Se trata de un problema de estimacién. Tendriamos que seleccionar
una muestra aleatoria de escolares de dicha poblacién, pasarles la
prueba de cultura general y, a partir de la informacién recogida, re-
currir a los procedimientos de estimacién apropiados que nos permi-
ten estimar la calificacién media en esa poblacién de escolares y deter-
minar el error cometido con dicha estimacién.
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Supongamos que los responsables académicos de la poblacién escolar
anterior sospechan que la calificacién media que obtendrian sus alum-
nos en la prueba de cultura general es superior a 60 puntos y desean
saber si estan en lo cierto.

Se trata de un problema de contraste de hipétesis. Tendriamos que
seleccionar una muestra aleatoria de escolares, pasarles la prueba de
cultural general y, a partir de la informacién recogida, haciendo uso
del procedimiento apropiado de contraste de hipétesis, decidir (con
cierto margen de error) si los responsables académicos de dicha po-
blacién estdn o no en lo cierto. Si denotamos por p a la calificacion
media en la poblacion, se trataria de decidir si 1 < 60 (no estarfan en
lo cierto) o si por el contrario p > 60 (estarian en lo cierto).
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Ejemplo 5

Un laboratorio farmacéutico afirma que ha elaborado un nuevo far-
maco que es mds eficaz para curar determinada enfermedad cardio-
vascular que el fairmaco que se viene utilizando de forma habitual.

Denotemos por pny y pu las probabilidades de que un enfermo con
dicha enfermedad cardiovascular se cure con el firmaco nuevo y con
el fadrmaco habitual, respectivamente.

En principio, estamos ante un problema de contraste de hipétesis,
pues se trata de decidir si py < py (no estaria en lo cierto el labora-
torio) o pn > pr (estaria en lo cierto el laboratorio).
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Tendriamos que seleccionar dos muestras aleatorias de enfermos con
dicha enfermedad cardiovascular. A los enfermos de una muestra tra-
tarlos con el farmaco nuevo y a los enfermos de la otra muestra tratar-
los con el farmaco habitual. A partir de la informacién recogida apli-
carfamos el procedimiento de contraste de hip6tesis apropiado.

Supongamos que tras aplicar dicho procedimiento aceptamos, con
cierto margen de error, que el laboratorio esta en lo cierto. Esto no serfa
motivo suficiente para que las autoridades sanitarias decidan eliminar
el farmaco habitual y sustituirlo por el fdrmaco nuevo.

Seria necesario estimar la diferencia py — py. Teniendo en cuenta la
estimacion obtenida se adoptaria la decisién correspondiente.
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Recordemos que cuando se realiza un estudio experimental hemos de
tener en cuenta las siguientes fases:

@ Planificacién y disefio de la investigacién

@ Recogida de informacién

© Andlisis de la informacién recogida

© Interpretacién de resultados y presentacion de conclusiones
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En la primera fase, es importante seleccionar correctamente los méto-
dos inferenciales a utilizar, distinguiendo claramente si se trata de
métodos de estimacién o de contraste de hipétesis. Para ello, tendre-
mos que tener en cuenta la situacién paramétrica o no paramétrica en
la que se desarrolla el estudio y los objetivos que se persiguen.

En las fases segunda y tercera sera fundamental aplicar correctamente
los métodos inferenciales seleccionados en la fase anterior. Para ello,
contaremos con el importante apoyo del software estadistico.

Finalmente, en la cuarta fase hemos de interpretar en sus justos térmi-
nos los resultados obtenidos y presentarlos de forma clara y sin que
puedan inducir a posible confusién o engario.
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Estimacion de parametros

La estimacion estadistica de parametros tiene gran importancia prac-
tica. Suele ser frecuente la necesidad de disponer de valores aproxi-
mados de ciertas cantidades de interés econémico y social. Veamos
algunos ejemplos:

@ Las estimaciones mensuales del indice de precios al consumo de
los articulos de primera necesidad. Son importantes pues inter-
vienen en la revisién de salarios y pensiones.

@ Las estimaciones del niimero medio de pacientes diario. Son im-
portantes con objeto de conocer el niimero de camas disponibles
en los hospitales.

o Las estimaciones de los ingresos medios producidos por ventas en
las empresas. Son importantes para la planificacion de las politi-
cas comerciales y de creacion de empleo en las empresas.
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@ Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion Fy de-
pendiente de cierto pardmetro desconocido § € © C R.

o La teorfa sobre estimacion estadistica estudia la metodologia para
determinar buenas aproximaciones al parametro 6.

@ El proceso se apoya en la observacion de una muestra aleatoria
simple (m.a.s.) Xi, ..., X, (conjunto de variables aleatorias inde-
pendientes y todas ellas con la misma funcién de distribucién Fy).
Cada observacion concreta de dicha muestra proporciona unos
datos x1, . . ., x, que combinados de una forma adecuada determi-
nan una aproximacién T(xq, . . ., x,) al pardmetro 6.

@ La teorfa sobre estimacién estadistica estudia también métodos
para valorar el error cometido cuando se aproxima 6 a través del
valor T(x1,...,%,).
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Ejemplo 6

En una poblacion de estudiantes de bachillerato se ha comprobado
que la estatura se distribuye segtin un modelo normal de probabili-
dad. Se tiene interés en conocer (estimar) la estatura media p en dicha
poblacioén. Para ello, se dispone de los datos siguientes correspondien-
tes a las estaturas (en centimetros) de 20 estudiantes seleccionados al
azar en dicha poblacién:

165.6, 162.8, 181.6, 187.5, 161.2, 154.4, 178.1, 171.3, 158.6, 169.1

167.3, 169.1, 168.1, 173.2, 172.8, 193.2, 178.1, 166.2, 159.5, 153.7

Teniendo en cuenta que u representa la estatura media poblacional
(valor que nos informa sobre la centralizacién de la estatura en esa po-
blacién) se podrian proponer, entre otros, los siguientes valores apro-
ximados para p a partir de las 20 estaturas observadas:
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Estimacion de pardmetros

@ La media aritmética de las estaturas:
(165,6 + - -- +153,7)/20 = 169.57
@ La mediana de las estaturas:
(168.1 +169.1)/2 = 168.6
o La media aritmética entre las estaturas minima y maxima:
(153.7 +193.2)/2 = 173.45
@ La media aritmética entre las estaturas primera y vigésima:

(165,6 + 153,7) /2 = 159.65
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Conceptos basicos

Estimador

Se denomina estimador a la funcion T(X,...,X,) de la m.as.
Xi,..., Xy, que se utiliza para estimar el pardmetro desconocido 6. Se
deduce que un estimador T = T(Xj, ..., X,) es una variable aleatoria.

En el Ejemplo 6, los estimadores que se habian propuesto, basados en
la m.a.s. de tamario 20: X, . .., Xy, fueron:

o T1(Xy,...,Xn) = X0 = (X1 + -+ X20)/20

o Th(Xq,...,X) = Xzo

o T5(Xq,...,X00) = (min{Xa,...,Xo0} + max{Xq,...,X20})/2
o Ty(Xa,...,X20) = (X1 + X20)/2
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Estimacion

Se denomina estimacién al valor que toma el estimador T para una
muestra de datos concreta x1, ..., x,. Cada muestra de datos propor-
ciona una estimacién para 6.

En el Ejemplo 6, las estimaciones proporcionadas por los estimadores
propuestos para las 20 estaturas obervadas fueron:

o T1(165.6,...,166.2) = (165,6 + - - - + 153,7) /20 = 169.57
o T»(165.6,...,166.2) = (168.1 + 169.1)/2 = 168.6

o T5(165.6,...,166.2) = (153.7 + 193.2)/2 = 173.45

o T4(165.6,...,166.2) = (165,6 + 153,7)/2 = 159.65
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Error en la estimacién

Se denomina error en la estimacion a la diferencia, en valor absoluto,
entre la estimacién proporcionada por el estimador T para una mues-
tra concreta de observaciones y el verdadero valor de 6:

Error = |T(x1,...,%,) — 0|

Puesto que 0 es desconocido, no serd posible determinar dicho error.
En consecuencia, serd necesario estudiar métodos que nos permitan
valorar la calidad de las estimaciones.
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En general, la estimacién estadistica tiene entre sus objetivos bésicos:

@ Precisar criterios que permitan comparar estimadores.
@ Estudiar propiedades deseables que debe tener un estimador.

@ Determinar métodos apropiados para la obtencién de buenos
estimadores.

@ Proporcionar métodos que permitan valorar la calidad de las
estimaciones.
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Estimacion puntual de pardmetros

Estimador centrado o insesgado

Decimos que un estimador T = T(Xj,...,X,) es centrado o insesgado
para el pardmetro 6 si el centro de gravedad de su distribucién de
probabilidad (media) coincide con el verdadero valor del pardmetro a
estimar, es decir si E[T] = 0.

Si E[T] — 60 # 0 el estimador T es no centrado o sesgado para 6.
@ Cuando E[T] > 6 el estimador T es sesgado a la derecha. Tiene ten-
dencia a dar estimaciones a la derecha del verdadero valor de 6.

@ Cuando E[T]| < 0 el estimador T es sesgado a la izquierda. Tiene
tendencia a dar estimaciones a la izquierda del verdadero valor
de 6.
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Estimacién de los principales parametros

Estimacién de la media

Supongamos que hemos de estimar la media p de cierta distribucién
de probabilidad.
Sea X, ..., X,, una m.a.s. de dicha distribucion.

El mejor estimador T(Xy, ..., X,) para u es la media muestral:
_ 1<
Xy =~ Zl: X;
1=

E[X,] =p (es centrado).
V[X,] = 0?/n (0% es la varianza poblacional).
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Estimacién de la varianza

Supongamos que hemos de estimar la varianza o2 de cierta distribu-
cién de probabilidad.

Sea Xi, ..., X, una m.a.s. de dicha distribucién.

El mejor estimador T(X, ..., X,) para o? es la cuasivarianza muestral:

1 « -
Si = n— 1 Z(Xl — Xﬂ)z
i=1

E[S%] = 0% (es centrado).

s2="=1G2 noes centrado para 0?, E[s2] = =152
E[s2] — 0? = —0?/n (es sesgado a la izquierda).
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Estimacién de la proporcién

Supongamos que tenemos que estimar la proporcion p de cierta carac-
teristica bajo estudio en la poblacién.

(La distribucién de probabilidad subyacente es la Bernoulli: B(1, p)).
Sea X1,..., X, una m.a.s. de dicha distribucién.

El mejor estimador T(Xy, ..., X,) para p es la proporcién muestral:

1"
}A?n:;zl:xi
1=

E[ps) =p (escentrado).
Vipa] =p(1 —p)/n.
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Estimacién por intervalos de confianza

En ocasiones, en lugar de proporcionar una estimaciéon puntual de un
pardmetro 6, suele ser mds informativo proporcionar un intervalo ba-
sado enlam.as. I = [T1(Xy,...,X,); To(Xq,...,X,)] que contenga al
verdadero valor del pardametro con una probabilidad prefijada sufi-
cientemente alta como para proporcionar una confianza razonable de
que 6 € L.

En el ejemplo 6 sobre la estatura en una poblacién de estudiantes de
bachillerato, en lugar de afirmar que estimamos que la estatura media
en la poblacién es de 169.57 centimetros (estimacién que nos propor-
cionaba la media muestral) serfa mas preciso afirmar que la estatura
media poblacional  estd comprendida entre 164.71 y 174.43 centime-
tros con una confianza del 95%.
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Intervalo de confianza

@ Sea Xq,...,X,unam.a.s. Fy, 60O CR

@ Se trata de determinar dos funciones de la m.a.s. que denotaremos
como T1(X1,...,Xn) y To(Xq,. .., X,) tales que:

P(T1(X1,.-, Xn) O <Ta(Xy,..., X)) =1 -«

A la probabilidad 1 — « (puesta por el experimentador) se le de-
nomina nivel de confianza. Se suele expresar en porcentaje y, en
la investigacion experimental, oscila entre el 90% y el 99%.
T1(X1, ..., Xn), T2(X3, . . .,X,)] recibe el nombre de intervalo de
confianza al nivel (1 — «)% para el parametro 6.

@ Antes de observar los valores concretos de la muestra, el intervalo
[T1(Xq,...,X4), T2(Xq, ..., X,)] es aleatorio. Una vez observados
los valores x1, . . ., x,, pasa a ser un intervalo fijo.
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Intervalos de confianza para la media y para la proporcién

Intervalo de confianza para la media (varianza conocida)

@ Xq,...,X;, mas N(u,0), o conocida.
@ Teniendo en cuenta que X, — N(u, %), se deduce:

Ko —
Pl—z, < <+za>1a
< o/

Zq es el valor en la N(0, 1) que deja a su derecha a/2.
@ Se obtiene como intervalo de confianza al (1 — «)% para pu:

|:Xn _Zozi ; Xn+za

]
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cion por interva e confianza e Estudio de alg

Se desea estimar, con una confianza del 90%, la intensidad media que
circula por una componente de un circuito. Se ha comprobado que la
intensidad (en miliamperios) sigue una distribucién normal con va-
rianza 144. A partir de una muestra aleatoria de 25 medidas de la in-
tensidad en dicha componente se obtuvo una intensidad media de 85
miliamperios. Con los datos proporcionados vamos a determinar el in-
tervalo de confianza al 90% para la intensidad media que circula por
dicha componente:

n= 25, 5(25 = 85, c=12 1—-—a= 0.907 Z20.10 = 1.645
85 — (1.645)(12) /25 ; 85 + (1.645)(12)/v/25] = [81.052 ; 88.948]

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Mate! d de Extremadura
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Intervalo de confianza para la media (varianza desconocida)

@ Xq,...,X;, (m>100) m.a.s N(u,0), o desconocida.
@ Daremos como estimacion de o el valor S,,.

@ Se deduce como intervalo de confianza al (1 — «)% para u:

) Xn +Zo¢7

]

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Matem: ersidad de Extremadura

Introdu nferes



cion por interva e confianza

Ejemplo 8

Una méquina fabrica cojinetes. Se ha comprobado que el didmetro del
cojinete sigue una distribucién normal. A partir de una muestra de 120
cojinetes fabricados por la maquina se ha determinado un didmetro
medio de 2 centimetros y una cuasidesviacion tipica de 0.1 centime-
tros. Determinar el intervalo de confianza para el didmetro medio de
los cojinetes producidos por la maquina con una confianza del 95%.

n = 1207 X120 = 2, 5120 = 0.1, 1—a= 0.95, 20.05 = 1.96

2 —(1.96)(0.1)/v/120 ; 2 + (1.96)(0.1)/v/120] = [1.982 ; 2.018]

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Mates d de Extremadura
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Intervalo de confianza para la proporcion

@ Xj,...,X, mas B(l,p), pdesconocida.

@ p se estima por p,. Teniendo en cuenta la aproximacién de la dis-
tribucién binomial a través de la distribucién normal, se demues-
tra que

p(1—p)

pn— N p, p”

@ Se deduce como intervalo de confianza al (1 — a))% para u:

& /i’n(l _ﬁn), = /f’n(l _ﬁn)
pn ZDL n ) pn +Zoz n

np, >5, n(l—p,) >5 p,>0.05 1-p,>0.05
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hip6tesis Estudio de algunos co:

Ejemplo 9

Una fébrica produce botellas. Se cargan 1000 botellas en un camién. Se
realiza un control de calidad a la carga de dicho camién y se detectan
75 botellas defectuosas. Determinar:

(a) La estimacién que darfamos para la proporcion de botellas defec-
tuosas producidas en la fabrica.

(b) Elintervalo de confianza para la proporcién de botellas defectuo-
sas producidas por la fabrica con una confianza del 99%.

Manuel Molis inde ci d de Extremadura
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hip6tesis Estudio de algunos contrastes de hipétesis

Ejemplo 9
(@)
P1ooo = 75/1000 = 0.075

(b)

(0.075)(0.925)
1000

= [0.054 ; 0.096]

(0.075)(0.925)

[0.075 — (2.57) 1000

:0.075 + (2.57)

Manuel Molina Fernandez y Martin Jiménez, Departamento de Matematicas, Universidad de Extremadura
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Objetivos Estimacion de parametros Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de h

Contraste de hipétesis

o Como parte de los objetivos de un estudio estadistico, frecuente-
mente se plantean determinadas preguntas que se traducen en la
formulacién de unas hipétesis sobre los pardmetros u otras carac-
teristicas de la poblacion (poblaciones) estudiada(s).

@ La teoria sobre contraste de hipétesis, iniciada por Neyman y
Pearson en 1940, tiene como objetivo desarrollar la metodologia
necesaria para decidir, con ciertos niveles de error, la hipotesis
que debe aceptarse.

@ Un contraste (test) de hipétesis es un procedimiento estadisti-
co que, a partir de la informacién proporcionada por la mues-
tra(s) aleatoria(s) seleccionada(s), permite aceptar o rechazar una
hipétesis previamente formulada en la poblacién (poblaciones)
bajo estudio.

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Matem: idad de Extremadura
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de

Conceptos basicos

Hipétesis nula e hipoétesis alternativa
Contraste bilateral y contraste unilateral

Tipos de errores

Probabilidades asociadas a los tipos de errores

Prueba de significaciéon

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Matemati ersidad de Extremadura
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos co:

Hipétesis nula e hipétesis alternativa

Con objeto de distinguir entre las dos hipétesis a contrastar, nos referi-
remos a ellas como:

Hipétesis nula (la denotaremos por Hy).
Hipétesis alternativa (la denotaremos por H;.)

Usualmente, en la hipétesis alternativa pondremos la sospecha que se
trata de confirmar.
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Estimacion por interve ‘ za Contraste de hipétesis Estudio de algun

Contrate bilateral y contraste unilateral

Dependiendo del objetivo del estudio a realizar, habra situaciones en
las que en la hipétesis alternativa tengamos el signo # (no se concreta
un sentido) y otras situaciones en las que tengamos los signos > 6 <
(se concreta un sentido). En el primer caso hablaremos de contraste de
hipétesis bilateral y en el segundo de contraste de hipétesis unilateral.

Manuel Molina Ferndnde: ci tin Jiménez, Departamento de Mate: d de Extremadura
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos co:

Tipos de errores

Puesto que hemos de decidir entre las dos hipétesis formuladas a par-
tir de la informacién proporcionada por la(s) muestra(s) selecciona-
da(s) en la(s) poblacién (poblaciones) bajo estudio nuestra decisién
estard sujeta a ciertos errores. En concreto, podemos cometer dos ti-
pos de errores a los que nos referiremos como error tipo Iy error tipo
1.

Error tipo I

Aceptar H; cuando en realidad Hy es cierta.

Error tipo I

Aceptar Hy cuando en realidad H; es cierta.
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de |

Probabilidades asociadas a los tipos de errores

Los errores tipo I y tipo II no es posible cometerlos con probabilidad
cero dado que la decision se toma en base a la informacién proporcio-
nada por muestras y no en base a la informacién total. Nuestro obje-
tivo serd que las probabilidades de cometer tales errores sean lo mas
préximas a cero que sea posible. Denominaremos:

o = P(Cometer Error Tipo I) = P(Aceptar Hy | Hy cierta)

B = P(Cometer Error Tipo II) = P(Aceptar Hy | Hi cierta)
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Consideremos «, 3 y el tamafio de la muestra que representaremos
por n. De esos tres valores siempre podremos fijar dos y encontrar la
regla de decision apropiada que nos permita llegar a una conclusién.

Cabe pensar en los tres planteamientos siguientes:

e Fijar ay .
o Fijar a y n.
o Fijar Sy eln.

De acuerdo con el primer planteamiento, en el que fijamos « y £, el
n no lo controlamos. Se trataria de determinar el tamafio de muestra
necesario para garantizar las probabilidades de error prefijadas. Suele
ser un planteamiento poco usual en la practica experimental.

Manuel Molis d idad de Extremadura
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Prueba de significaciéon

De acuerdo con el segundo planteamiento, en el que fijamos ny o, el 3
no lo controlamos. Se trataria de determinar la mejor regla de decisién
posible que, garantizando el « prefijado, nos proporcione el menor S
posible. Es el planteamiento mas utilizado en la préctica experimental
fundamentalmente por dos razones:

@ En la mayoria de las ocasiones el 1 lo establece el experimentador
forzado por los recursos y tiempo disponibles.

o Al experimentador le interesa muy especialmente controlar « (-
vel de significacion del test).

Muchos autores se refieren a este planteamiento, considerado origi-
nalmente por R.A. Fisher, como prueba de significacion.
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de h

Resolucién practica de un contraste de hipétesis

Supongamos que una vez formuladas las hipétesis Hy y Hi, hemos
fijado un n determinado y hemos elegido el nivel de significacion «
que estamos dispuestos a asumir.

La idea directriz en la resoluciéon de un contraste de hipétesis es su-
poner que Hj es cierta.

Sélo cambiaremos de opinién si lo observado es muy improbable
bajo el supuesto de que Hj es cierta. En caso contrario no cambiare-
mos nuestra opinién.

La medida de lo improbable viene determinada por el valor de «
prefijado.
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Objetivos Estimacion de parametros Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de h

Una vez recogidos los datos, el contraste de hip6tesis suele resolverse
de una forma bastante mecanica. Hay distintas formas de llevar a cabo
dicha resolucién. La mads frecuente consiste en:

@ Calcular, a partir de los datos, el denominado wvalor experimental
del test. Su calculo se realiza a partir de una formula estadistica
que depende de cada situacion concreta.

@ Determinar, a partir de una distribucién de probabilidad teérica,
el denominado wvalor tedrico del test. Dicho valor depende del «
prefijado. La distribucién tedrica se determina teniendo en cuenta
que se estd asumiendo que Hy es cierta.

o Concretar la regla de decision correspondiente a través de la com-
paracién de ambos valores. Dicha regla puede adoptar diferentes
formas dependiendo del contraste de hipétesis considerado.

Manuel Molis | idad de Extremadura
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de hip6

Estudio de algunos contrastes de hipétesis

Contrastes en una poblacién

o Contrastes sobre la media en una poblacién normal.

o Contrastes sobre una proporcion.

Contrastes en dos poblaciones

o Contrastes sobre las medias en dos poblaciones normales.

o Contrastes sobre dos proporciones.

Manuel Molis inde ci d de Extremadura
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Contrastes sobre la media

Sea X una variable aleatoria con distribuciéon de probabilidad N(y, o).

Estudiaremos el siguiente contraste de hip6tesis sobre 1 (consideran-
do los casos o conocida y ¢ desconocida):

Ho: p=po
Hy: p# po

siendo pp un valor conocido.

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Matemati ersidad de Extremadura
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de hip6

Ho: p=po Hi: p# o

(o conocida)

Xy,..., X, mas N(/J/v U)/ Xn = % Z?:l X — N(Ma 0-/\/12)
Supuesto que Hy es cierta: X, — N(po,0//n).
Fijado el nivel de significacién «:

Xn_,UO
Pl—zo<——— <4z, ) =1-
(z_g/\/ﬁ _+z> o

|Xn_,u0|
7 = Va:Za
a/\n

Cuando Vexp > Zo se acepta Hy al nivel o.

Vexp =

Cuando V., < z, se acepta Hy al nivel a.

Introduccion
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Objetivos Estimacion de parametros Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de hip6

Ejemplo 10

En una poblacién de deportistas se ha comprobado que el ndmero
de pulsaciones por minuto (en reposo) sigue una distribucién normal,
siendo la desviacion tipica 7 pulsaciones por minuto. A partir de una
muestra de 50 deportistas seleccionados al azar en dicha poblacién, se
ha determinado un numero medio de pulsaciones por minuto de 47.
¢Se podria rechazar, para un nivel de significacién de 0.01, la hipétesis

de que el nimero medio de pulsaciones por minuto en esa poblacién
es de 45?

Ho: p=45 H;: p#45

n=>50, Xs0=47, o=7, a=0.01
Vesp = [47 — 45|/(7/V/50) = 2.02

Zo.o1 = 2.576

Como Vi, < zp.01 se acepta Hy.

No hay evidencias para rechazar que el nimero medio de pulsa-
ciones por minuto en esa poblacion de deportistas es de 45.
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Ejemplo 10

Otra forma de resolver el problema serfa a través del intervalo de con-

fianza:
— o S (o
foonpi Bernl
Sustituyendo los correspondientes valores se obtiene el intervalo al
99%:

7 7
47 — 2.576—— ; 47 + 2.576—— | = [44.45;49.55
{ V50 \/50] [ }

Teniendo en cuenta que 45 € [44.5;49.55] se acepta Hy al nivel 0.05.
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Ho: w=po Hi: p# po (o desconocida)

X1,...,Xs mas N(uo), 62=52=-L3" (Xi—X,)?

=

Supuesto que Hj es cierta y n > 100:

Xy — o -
Su/V/n

Fijado el nivel de significacién «:

anlu,o
(o< S <) =1-0

N(0,1)

| X — pool
Vexp = ;1/7\/}71’ Ve = Zg

Cuando Ve, > z,, se acepta H; al nivel a.
Cuando Viexp < 24 se acepta Hy al nivel o.
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Contrastes sobre una proporcion

Estudiaremos el siguiente contraste:

OH()Z P = Po
° Hi:p#po

siendo po un valor conocido.

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Matem: ersidad de Extremadura
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Xi,..., X, mas B(l,p)
npo > 5, n(1 —po) > 5, po > 0.05, 1 — po > 0.05
Si Hj es cierta:

= D% NGy =)

Fijado el nivel de significacién «:
p (‘Za < (Pn—po)/+/Po(1 —po)/n < +za> =1-a

Vexp = Pn ol Va = 2q4

Vro(l—po)/n’

Cuando Ve, > z, se acepta Hy al nivel a.
Cuando Vexp < zo se acepta Hy al nivel o.

Manuel Molina Fernandez y Jacinto Martin Jiménez, Departamento de Matematic dad de Extremadura
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Ejemplo 11

A unas elecciones generales se presenta el partido politico A. Un co-
mentarista politico opina que el partido A obtendra un 40% de votos.
Se pregunta a 250 votantes, seleccionados al azar, sobre su intencién
de voto. Un total de 132 encuestados manifiestan su intencién de votar
al partido A. Teniendo en cuenta dicha informacién ;se podria recha-
zar, para un nivel de significaciéon del 0.05, la opinién del comentarista
politico?
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Introduccion



Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de hip6

Ejemplo 11

Denotemos por pa la probabilidad de votar al partido A.

H(): PA:0-4 H12 pA7é04
po=04, 1-py=06, n=250, a=0.05
pa = 132/250 = 0.528

_ |0.528—04]
Ve = 0.4(1-0.4)/250 <l

V.05 = Zo.0s = 1.96
Como V,y, > V05 se acepta Hy

Para un nivel de significacién del 0.05, no lleva razén el
comentarista politico.
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Ejemplo 11

Otra forma de resolver el contraste de hipédtesis seria a partir del
intervalo de confianza:

[f’” ZQW; Pn +za\/f7”(1nif’”)]

Sustituyendo los correspondientes valores se obtiene el intervalo de
confianza al 95%:

.528(1 — 0.52 528(1 — 0.52
l0.528 = 1.96\/058(058); 0.528 + 1.96\/058(058)] _

250 250

= [0.466; 0.589)]

Como 0.4 no esta incluido en el intervalo se rechaza Hy.
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Contrastes en dos poblaciones

Cuando hemos de comparar dos poblaciones, la recogida de la infor-
macion puede realizarse atendiendo a los siguientes disefios:

@ Disefio a través de muestras independientes.
@ Disefio a través de muestras relacionadas (apareadas)

d de Extremadura
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Muestras independientes

@ Se selecciona una muestra de n; unidades de la poblacién 1. Inde-
pendientemente, se selecciona otra muestra de 7, unidades de la
poblacién 2. Los tamafios muestrales 71 y 71, no tienen necesaria-
mente que ser iguales.

@ Se determina el valor de la variable estudio X en las unidades
de ambas muestras. En consecuencia, tendremos recogidas dos
muestras de datos:

{x%,...,x,lﬁ} y {x%,...,xflz}

@ Para que los contrastes comparativos realizados a través de este
disefio sean objetivos, la variable X no debera estar influenciada
por otras variables.
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Muestras relacionadas

Cuando X esta influenciada por otras variables, serd méas apropiado
proceder de la siguiente forma:

@ Se forman n parejas de unidades (la primera unidad de la pareja
se selecciona en la poblacién 1 y la segunda unidad se selecciona
en la poblacién 2) de tal manera que ambas unidades sean muy
similares con respecto a las variables influyentes en X.

@ Se determina el valor de X en las dos unidades de cada pareja. En
consecuencia, tendremos recogida la muestra de datos:

{(,2), ..., (, %2)}

@ Cuando la pareja estd formada por la misma unidad (considera-
da en dos situaciones diferentes) hablamos de disesio a través de
muestras autoapareadas.
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Ejemplo 12

Supongamos que un equipo de ginecélogos sospecha que determina-
da variable bioquimica X cambia en valor medio entre las mujeres que
estan en el tercer mes de gestacioén y las que estdn en el séptimo mes
de gestacion. Para realizar el contraste de hipétesis correspondiente:
Ho : p3 = pz Hi : ps # py, se podria disefiar la experiencia de
recogida de datos de las siguientes formas:

@ Disefio a través de muestras independientes:

Se seleciona una muestra de 7, mujeres que estan en el tercer mes
de gestacién e, independientemente, otra muestra de 7, mujeres
que estan en el séptimo mes de gestacion. Se determina el valor de
X en ambas muestras y se procede a la resolucién del contraste de
hipétesis. Es importante comprobar que la variable X no estd in-
fluenciada por otras. Si tal cosa sucede, la comparacién podria re-
sultar no objetiva pues las dos muestras de mujeres seleccionadas
podrian ser diferentes en relacién a la(s) variable(s) influyente(s).
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@ Diserio a través de muestras relacionadas:

Supongamos que X esta influenciada por la edad. En tal caso,
seria mas apropiado proceder de la siguiente manera:

Se seleccionan n parejas de mujeres (la primera en su tercer mes
de gestacion y la segunda en su séptimo mes) de tal manera que
ambas mujeres sean de edades similares. Se determina el valor de
X en las mujeres de las n parejas y se procede a la resolucién del
contraste de hipétesis.

@ Disefio a través de muestras autoapareadas:

Se selecciona una muestra de 7 mujeres que estan en su tercer mes
de gestacion. Se determina en ellas el valor de X. Se espera a que
esas mismas mujeres lleguen a su séptimo mes de gestacion y se
les vuelve a determinar el valor de X. Con los datos recogidos se
procede a la resolucién del contraste de hipoétesis.
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Estimacion de parametros

Estimaci6n por intervalos de confianza

Contraste de hipotesis

Comparacion de medias en dos poblaciones

Consideraremos dos muestras aleatorias simples en poblaciones nor-
males. En consecuencia, la variable objeto de estudio X sigue una dis-
tribucién normal en cada una de las dos poblaciones consideradas, a
las que nos referiremos como poblacién 1 y poblacién 2 (las identifi-
caremos a través de los superindices 1 y 2 respectivamente). Consi-

deraremos la siguiente notacién:

X%,...,X}ll mas. N(u,o1), X2
1

_— L -

Xi=22 XL X

Manuel Molis
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=
= X? _ X,)?
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Estudiaremos el contraste:
Ho: p1=p
Hy: o # po

para el caso de muestras independientes e igualdad de varianzas en
ambas poblaciones.
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Ho: p1=po Hi: i # w2

Consideraremos el caso 07 = 03 = o2, siendo ¢ un valor conocido. En

esta situacion, sabemos que:

X1 — X2 —>N(M1 — 2,04/ 1/m +1/712)

Por consiguiente, supuesto que Hj cierta, fijado el nivel de significa-
cién o, se deduce que:

X — X
P|—z, < 1 2 <+4z, | =1-«

a O’\/l/l’ll +1/7’12 -
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Ho: i =pp Hi: i # o

X1 —Xo <tz ) =1-a

Eere==ono-<
awl/nl +1/ﬂ2

X — X
Vexp: | . 2| Va:Za

0’\/1/1’11 aF 1/1’12’
Cuando Vey, > z, se acepta H; al nivel a.
Cuando Vexp < zo se acepta Hy al nivel o.
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de hip6

Ejemplo 13

La cantidad de impureza en un lote de una sustancia quimica se utili-
za como medida para evaluar su calidad. Una fabrica tiene dos lineas
de produccioén. La linea 2 ha tenido que ser reparada debido a ciertos
problemas. Los responsables de la fabrica desean comprobar que la li-
nea 2 mantiene la misma calidad que la linea 1. Para ello, se selecciona
una muestra aleatoria de 25 lotes en cada linea. La cantidad de impu-
reza media obtenida con la muestra de la linea 1 es 3 unidades y con
la muestra de la linea 2 es 3.4 unidades. Por estudios previos se sabe
que la desviacion tipica de la cantidad de impureza es 1 unidad en
ambas lineas. ;Se podria aceptar, con un nivel de significacién de 0.1,
que la cantidad media de impureza en las dos lineas de produccién es
la misma?
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Estimacion por intervalos de confianza Contraste de hipétesis Estudio de algunos contrastes de hip6

Ejemplo 13

Ho: pu=p2 Hi: m # o
ny = np = 25, 5{123, 5(223.4, 0%20%20'2:1,()4:0.1

X7 — X5 _ |3 — 3.4 1414

Vexp = = =
P o /I/m+1/n,  1,/1/25+1/25

o = 01, VO.l =201 = 1.645

Como V. < 20,1 se acepta Hy para el nivel de significaciéon oo = 0.1.
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Estimacion de parametro: Estimacion por intervalos de confianz Contraste de hipétes Estudio de algunos contrastes de hip6ts

Fin de la Presentacion
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